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§ 1. DIE HYPERBOLISCHE BEWEGUNGSGRUPPE 
Sei K=0,  +1. Dann betrachten wir die Untergruppe HE der speziellen, 
linearen Gruppe SL(2, C) d.h. die Gruppe der Matrizen 
TK= U(KI~, flO) mit aO-Kfll~= l" 
Offensichtlich gilt in reellen Parametern 
{' e iy cos -fZ-Ktp, 1/-L-K e ia sin l[7-R~0 ']
TK= \]/r-ZK e -'a sin ]/~ZK~0, e -iy cos -]/-L-K~0 /" 
Im Folgenden setzen wir K= + 1. 
Aus A TK = TEA ffir alle TKe H,v folgt leicht A = )~E und wegen Det(A) = + 1 
auch ~. = + 1. Daher ist das Zentrum von HE = { + E}. Die Gruppe @ = HE/{ + E} 
ist gegeben durch die linearen gebrochenen Abbildungen 
r E ' "  az  + ,o =Bz +----a 
der oberen Halbebene der z-Ebene auf sich. 
Fiir die Gruppe @ erhalten wir eine 3-dim. Darstellung, wenn wir die Trans- 
formationen X' =AX.A t betrachten, wobei A ~ HE und 
X= (x x,, xl + iX2~ mit Det(X) = x2 2 2 - -X  1 - -X  2 . 
1 - -  ix2,  X 3 / 
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Aus XU =MA .X '  und X'  =M B .X  folgt MAR =M A "MB, weil ja 
X"  = (AB)X(AB)  t = A (BXBt )~ t= M A (MBX)  = MABX 
ist. Der Kern der Darstellung A -+m A ist die Menge der A ~ HK mit m A = E,  also 
A = 2E und 2 = _+ 1 d.h. Kern = Zentrum von HK. Die Gruppe der M A ist also 
isomorph @. Ist n~imlich 
Tx= ( a + ib' c + id~ e HK ' 
\ c -  id, a -  i b /  
so wird 
x~ = (aa  +/~P)x3 + aP(xl - ix2) + aB(xl + ix2) 
xf  + ix~ = 2af lx  3 + fl2(x 1 - ix2) + 0~2(X1 + ix2) 
und damit wegen a= a + ib, f l= c+ M 
(1) 
a _ b 2 + C 2 -- d 2, 
MT = 2ab + 2cd, 
2ac + 2bd, 
- 2ab + 2cd, 
a 2 _ b 2 _ c 2 + d 2, 
2ad-  2bc, 
2ac -  2bd 
2ad + 2bc ] .  
a 2 + b 2 + c 2 + d2/  
Aus Mr=E folgt a2-  b2 + c2-d  2= 1, a2-  b2-c2  + d 2= 1, a2 + b2 + c2 + d 2= 1, 
also a 2 + d 2 = 1, b 2 + c 2 = 0 und daher a 2 -  d 2 = 1; damit ist b = c = d = 0 und 
a= +1 d.h. T= +E w.z.b.w. 
Die Gruppe @ wird erzeugt von den drei Untergruppen ( "Dehungen"  um die 
Xl,X2,x3-Achse): c=d=0,  a=cos  ~p/2, b=s in  ~0/2 
k, o{COS~0' -s in~o,  ! )  x(~j) 
(2) T3(~o)X= [s in (p ,  cos ~a, 
0 
b = d = 0, a = ch q//2, c = sh q//2 
(3) T2(q/)x = 1 , 
\ sh  gt, 0, ch ~u/  
sowie b = c = 0, a = ch d/2, d = sh 9/2 
(4) 
(: 0 
Tl(d)x= ch d, sh d . 
sh d, ch d/  
§ 2. DER LIE-RING DER GRUPPE 
Bei der Gruppe @ ist das Linienelement s 2 = X 2 - -  X 2 - -  X 2 = invariant. * Aus (2), 
(3) und (4) folgen die Infinitesimalen Elemente (d.h. Erzeugenden des Lie- 
Ringes) der Gruppe 
• Daher kann man @ mit SO(l, 2, I~) bezeichnen (oder nach [5], p. 265 auch "Lorentzgruppe" ~3,2 
mit Det = + 1). Da ftir das Element a33 der Matrix M T wegen a~---1 0'33_-> 1 folgt, ist @ also die 
spezielle "Lorentzgruppe" 8a,2- 
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(5) l iO i )  l iO  i )  C-1 i )  I1 = 0 , 12 = 0 , I3= 0 . 
1 0 0 
Wie man leicht nachrechnet gilt 
(6) [I1,I21 =/3, [I2,I31=(-)I~, [I3,I~1 =( - ) /2 .  
Sind U, V zwei Vektoren aus dem Lie-Ring d.h. U= ~Ii + flI2 + yI3, V= ot'II + 
+/3'Iz + ?'I3, so gilt fiJr das Produkt 
I +" "[ C~" (7) [U,V]=a"Ii+ff'Iz ), 3,mit =( - ) ( f l ? ' - f l ' y ) ,  
p" = (ay ' -  a'~), y"= (a/~'- &3.  
Wir erhalten einen pseudo-euklidischen Vektorraum mit dem inneren Produkt 
(a, fl,),).(a',B',)O=aa'+flfl'-?J?' und dem ~ul3eren Produkt (a, f l ,?)x 
x (a',~', ~,') = (a",B", y"). 
SATZ 1. Der Lie-Ring ~(@) ist einfach. 
BEWEIS. Ist ,~ ein Ideal (¢0)C~(@),  so ist ,~=~(O). Denn fiir I 1 folgt 
[I1, V] e ,.q ffir jedes Ve ~(@). W/ihlt man V=I2 und /3, so ist I2,I3 ~,~ d.h. 
= ~(@). Analog folgt dies fLir [2 ~ ,~ oder I 3 ~ ,% 
SATZ 2. Die Gruppe @ besteht aus einem zusammenhfingenden Stiick 
(= Komponente der Eins yon ~3,2). 
BEWEIS. Siehe [5], Satz 1.1, p. 268! 
SATZ 3. @ ist eine einfache Gruppe. 
BEWEIS. Da @ = Komponente der Eins (und ~(@)= halb-einfach) kann @ 
h6chstens diskrete Normalteiler Nhaben,  wobei NC Zentrum ist. Da aber Z =E 
ist, * folgt @ = einfach. 
Aus den Kommutator-Relationen (6) folgt der metrische Tensor 
i j g~= ~ cujcpi, 
i,j 
also 
(ga~) = 0 + 1 
0 0 - 
f/Jr den invarianten Casimir-Operator 
2 2 (8) C = I 2 + I 2 - 13 . 
* Dies folgt leicht daraus, dab aus MTX=XM T ffir alle Xe  @ folgt Mrlk=IkMr  (mit k= 1,2,3) 
d.h. Mr= fiE. Analog kann man auch beweisen, dab die Darstellung T-*M r irreduzibel ist! 
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Wie man leicht einsieht ist [I1,C]=[I1,I2]-[I1,I2]=[I1,I2]I2-I2[I2,Id - 
-[I1,I3]I 3 +13113,12] =I312+I213-I213-I312=0 und analog fiir 12, 13; also liegt 
C im Zentrum von ~(@). Fiir den Infinitesimal-Ring ~(~) hat man die 
Darstellung 
(9) ' l=( - ) (x2~-x3~' ) '12=\  ox, ox2/ 1 -x3 '1 '=\  ox2 ox,/ 
und est ist (6) erfiillt. Fiihrt man die Koordinaten 
(10) Xl =r-sh ~o.cos d, x2 =r .sh (o. sin d, x3 =r .ch ~0 
2 2 2 2 ein, so ist r =x3 -x l  -x2 undes wird (siehe [3], S.217-218) 
(11) /a=-s ind ' i~-c tgh~o.cosd  • /2=c°sd'-~-6-ctgh~°'s ind" 'I3 i~d 
sowie der Casimir-Operator 
1 . shoo.__6_6 + 
(12) C=sh ~o sh 2 ~o i~d 2" 
§ 3. DARSTELLUNGSMODULN 
Sei D2 ein irreduzibler Darstellungsmodul nd F(P)~ ~,  mit P---(xl,x2,x3) 
auf dem Hyperboloid x2 -x  2 -x2 2. Da C im Zentrum der Lie-Algebra liegt, so 
gilt 
(13) (I~+I2-I~)F(P)-=2.F(P). 
Fiir genfigend kleine (hyperbolische) Bewegungen ist T=e v mit U=aUI + 
+flUz + YU3 und f/Jr einen Basis-Vektor {Fi(P)} =/3(p) von ~ gilt 
(14) F(P. 7")=D(T).F(P), 
wobei D(T) die dnrch ~ gegebene Darstellung der Gruppe ~= {T} ist. (14) 
bedeutet also (wenn Ik die Darstellungen der Uk sind, 1 < k_< 3) 
(15) F(P.eC~Ul+pu2+yu3)=eall+l~12+~'I3.F(P) 
und durch Differentiation ach a bzw. fl bzw. y und a = fl = y = 0 setzen hat man 
(16) --~aF(P.T)=I1.F(P),-~F(P.T)=I2.F(P),-~-yF(P'T)=I3"F(P), 
womit man aus (13) 
(17) 62 +r3fl2-r~'Y ~ F(P)=2.F(P) 
erh~ilt. Ffihrt man die Koordinaten (10) auf dem Hyperboloid ein, so erh~lt man 
aus (16), (17) die in (11) angegebene Darstellung der Infinitesimal-Operatoren 
und die Darstellungsfunktionen F(P) = F(O, d) erffillen die Differentialgleichung 
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1 ~((0 .  ~-~gt sh 21 (,0 ~2 (18) CF= st~ sh ~0- + i3d2F= J..F. 
Als (L6sungs-)Basis von 92 hat man Ferrer's assoziierte "Legendre"-Funktio- 
nen (Hobson-Funktionen, siehe [4], S.323) 
(19) Y~m(~9, ~P) = Cm, k" e ik~" Pkm(csh (o) 
mit Normierungskonstanten Cm, k. F~r ~ = csh (0 ist 
k 
l ~k/2 d p ~. ~ pkm(.) = (U 2 -  , "Tu~ m,m,  
wobei Pro(z) = Legendre-Polynom. 
§ 4. EINE UNENDLICH-DIM. DARSTELLUNG DER INFINITESIMALOPERATOREN 
Sei 
re°J2 2. p2 
H=--x  +- -=hog(a+ a+½) 
2 2m 
der Hamilton-Operator des 1-dim. harmonischen Oszillators mit der fiblichen 
AbkiJrzung: 
(m~o~ .x + mi  Q 
\ 2h / (2m~oh) + ' p '  
sowie 
a+ =(m°~)+.x_  i 
\ 2h / (2m~oh)~ "p 
wobei p der Impuls-Operator 
ist. Ffir a und a + (Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren) gelten die 
Vertauschungs-Regeln 
(20) [a,a+] = 1, [a,a]=[a+,a+]=O. 
Die daraus gebildeten Operatoren Ik = i. tk (siehe [2], S.63 und 93) 
(21) 11 =i/4"(a+a + +aa), /2= ¼.(a+a +-aa),  I3=i/4.(a+a+aa+) 
erffillen die Kommutator-Relationen (6) der Lie-Algebra von@ und aus (siehe 
[1], S.172-175) 
i! OOo !iil Ii ° ° ° o o (22) a= 0 0 ~/3 ' a += ~/2 0 0 
. . . . . . . . . .  0 ~o  iiij 
• ° . . . . . .  
erh~.lt man eine unendlich-dim. Darstellung des Lie-Ringes der Gruppe. 
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ADDENDUM 
Aus den Hobson-Funktionen in (19) kann man alle irreduziblen, endlich-dim. Darstellungen von 
@ berechnen (siehe [1], p. 158 und [6], p. 125-130). 
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